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データから情報を抽出しよう

関係を調べてみよう。

関係？

データの中にある
構造的な関係
を探し出す。

　直線関係，

　曲線関係…．



2





2





３．ばらつきのあるデータ
を役立てる

情報の抽出とモデル
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問題意識



データを観る

統計解析・統計的データ解析
では，
データを観るというが．．．．

データ
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問題意識



データを観る



しかし，データの中に内在する何かしらの「真の構想」を
想定することができる。

これがデータを
生起させている根源
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問題意識



データの中の「真の」構造に問題意識はあるべき。

ならば



データを観る
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問題意識





問題意識



想定したモデルから予測値を求める。

仮定の構造
（モデル）

仮定の確率変動

仮　定　・　仮　説
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問題意識







仮定の構造
（モデル）

仮定の確率変動

仮　定　・　仮　説



観測されたデータと
うまく適合するように
モデルを調整する



うまく適合できていると
判断する場合には，

想定したモデルを用いて推論を進める。

うまく適合できていないと判断する場合には，

想定したモデルとは違う状況であると判断。
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生後３２日目のねずみの

体重(ｇ)と脳の重さ(ｇ)の関係

Wainright, P. et al. , Dev. Psychobiol, 22, 183-195, 1989
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生後３２日目のねずみの体重(g)と脳の重さ(g)の関係

グラフ表現（散布図）

関係あるなし？

体重 x のとき

脳の重さ y ？

うまく

直線をあてて

みよう！

10

線形回帰分析
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各点での直線からのずれを小さくすればよい！！
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ベクトル

ベクトル　e　の大きさ　（成分の２乗和の平方根）

平方根は単調増加関数なので，

S を小さくすることと |e| を小さくすることは同等
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各点での直線からのずれを小さくすればよい！！

これをできるだけ小さくするような α，β を求める

直線を求める。



















16

最小２乗法
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		>library(readxl) 

>Rat_Brain_1989 <- 
       read_excel("Rat_Brain_1989.xlsx") 

> Rat_Brain_1989 
# A tibble: 20 × 4 
 ID  Litter_Size Body_Weight Brain_Weight 
  <dbl>  <dbl>      <dbl>            <dbl> 
1      1      3             9.45             0.444 
2      2      3             9.78             0.436
 …………………………………………

19  19    12             5.45            0.368 
20  20    12             6.05            0.401




> attach(Rat_Brain_1989) 

> BodyWT<-Body_Weight 
> BrainWT<-Brain_Weight 
> Litter<-Litter_Size 

 


		

		

		



		> SS <- function( beta=c(0,0), y, x ){ 
           sum( ( y - (beta[1] + beta[2] * x) )^2  ) 
           } 

>optim( c(0,0), SS, y=BrainWT, x=BodyWT,
                              control=list(reltol=1e-14) ) 
$par 
     [1] 0.33554776   0.01048041
$value 
     [1] 0.003080563 
$counts 
function gradient 
      107         NA 
$convergence 
[1]   0 
$message 
NULL
 
>sqrt(0.003080563/18) 
[1]  0.01308214

>detach()

		

		

		









平均値

BrainWT=0.417

BodyWT=7.748

回帰直線の

　切片：　0.33555

　傾き：　0.01048
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ねずみの体重と脳の重さのデータを入手

このデータから関連を調査

回帰直線を適合

体重10gあたり0.1g程度の脳の重さの増加を確認

データ：
ねずみの体重と脳の重さ


直線を適合して関係を調査


情報抽出：
　　直線の傾きと切片
　　の計算

19

ここまで学んできたこと　３．
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確率変数：　現実の現象や状況を数値化するもの（関数）　　【表記：大文字を使用】

確率変数の実現値：具体的に得られた確率変数の値（データの値）　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【表記：具体的な数字もしくは小文字を使用】

統計量：確率変数を組み合わせて計算する計算式（確率変数を用いた関数）

　　　　　であり，未知の母数（パラメータ）を含まない計算式（関数）

               データから計算するための式（関数）　　　　　　　　　　

　

　　　　　したがって，確率変数が何らかの確率分布を持てば，

　　　　　統計量もそれらから導かれる確率分布を持つことになり，

　　　　　統計量も確率変数の一種といえる。

統計量の値：統計量に含まれる確率変数にその実現値を入れて計算して得た値

　　　　　　　　　　（下の 推定量，推定値のように，統計値と呼ぶことはない。）

推定量：目的とするパラメータや何らかの確率などをデータ（確率変数の実現値）　

　　　　　から推定（計算）するために作られた統計量（計算式もしくは関数）

確率変数の分布：確率変数の値（データの値）のばらつきかたや起き方を

　　　　　確率分布としてとらえたときの，散らばりかた，もしくは確率分布そのもの　　　　



用語使用例：確率変数 X の分布を正規分布とする。確率変数 X は正規分布に従う。　　　　　　　

推定値：推定量に確率変数のその実現値を入れて計算して得た値

用語の整理
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７月のカフェでは



・まず６月に議論した２×２表における仮説検定の方法について振り返りました。

・そのポイントは，まず確率変動を伴うデータの場合，観測された値のみで判断することの

　危うさについて，サイコロ投げの場合を例に再確認しました。

・次に，再生不良性貧血のデータを例に，統計的仮説検定の手順について確認し，統計的

　仮説検定の手法（ピアソンのカイ２乗検定）によって，データから治療効果の有無に関す

　る情報をその判断の材料として導き出していることを再確認しました。

・さらに，サイコロによる実験の際のサイコロの１の目の出方に関する差については，この

　データからはサイコロ間に差があることを結論づけることが難しいことを，仮説検定の
　手法の限界や問題点もふまえて確認しました。



・以上の振り返りから，確率的な変動を伴うデータの分析の際には，データを生み出してい

　る確率的な構造に着目し，それを仮定や仮説によってモデルとしてとらえ，そこで生じる
　であろうデータの起き方と比較することによって，想定した仮定や構造の妥当性を確認
　し，データから導き出したい結果について推論ができることを話し合いました。



・その観点から，２つの測定値についてその関係性を議論する（一つの測定値から，もう
　一方の測定値の値を予想・説明する）方法として線形回帰分析について紹介しました。

・今回は，ネズミの体重と脳の重さに関するデータについて体重から脳の重さを説明する

　（体重の増加につれて脳の重さも大きくなる）ことのために直線をあてはめる方法として

　最小２乗法を紹介しましたが，そのことによる判断は次回議論することとしました。



・また，統計分野でよく使われている用語で注意すべき言葉について整理しました。
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データから情報を抽出しよう

関係を調べてみよう。

関係？

データの中にある
構造的な関係
を探し出す。

　直線関係，

　曲線関係…．
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生後３２日目のねずみの

体重(ｇ)と脳の重さ(ｇ)の関係

Wainright, P. et al. , Dev. Psychobiol, 22, 183-195, 1989
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生後３２日目のねずみの体重(g)と脳の重さ(g)の関係

グラフ表現（散布図）

関係あるなし？

体重 x のとき

脳の重さ y ？

うまく

直線をあてて

みよう！

4

線形回帰分析
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各点での直線からのずれを小さくすればよい！！

これをできるだけ小さくするような α，β を求める

直線を求める。



















7

最小２乗法
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8

		>library(readxl) 

>Rat_Brain_1989 <- 
       read_excel("Rat_Brain_1989.xlsx") 

> Rat_Brain_1989 
# A tibble: 20 × 4 
 　 ID Litter_Size Body_Weight Brain_Weight 
   <dbl> <dbl>        <dbl>            <dbl> 
1      1      3             9.45             0.444 
2      2      3             9.78             0.436
 …………………………………………

19  19    12             5.45            0.368 
20  20    12             6.05            0.401




> attach(Rat_Brain_1989) 

> BodyWT<-Body_Weight 
> BrainWT<-Brain_Weight 
> Litter<-Litter_Size 

 


		

		

		



		> SS <- function( beta=c(0,0), y, x ){ 
         sum( ( y - (beta[1] + beta[2] * x) )^2  ) 
         } 

>optim( c(0,0), SS, y=BrainWT, x=BodyWT,
                            control=list(reltol=1e-14) ) 
$par 
     [1] 0.33554776   0.01048041
$value 
     [1] 0.003080563 
$counts 
function gradient 
      107         NA 
$convergence 
[1]   0 
$message 
NULL
 
>sqrt(0.003080563/18) 
[1]  0.01308214

>detach()

		

		

		









平均値

BrainWT=0.417

BodyWT=7.748

回帰直線の

　切片：　0.33555

　傾き：　0.01048
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各点での直線からのずれを小さくすればよい！！

これをできるだけ小さくするような α，β を求める

直線を求める。
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【参考】

最小２乗法
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結局　　　　に関する２次関数
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【参考】







関数 　　　　　　を最小にするような　　　　　を求める

点 x0 で関数 f(x) が最小　⇒ f(x) の接線の傾き































について







を満たすような　　　　

を求める
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【参考】

































13

【参考】



























正規方程式

と名前はついているけれど，ただの

連立一次方程式







先ほどのデータでは
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【参考】
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> MMM <- matrix( c( 20.00, 154.96, 154.96, 1235.856 ), 2, 2)

> MMM

       [,1]     [,2]

[1,]  20.00  154.960

[2,] 154.96 1235.856



> VV<-c(8.335,64.94876)







> solve(MMM,   VV)

[1] 0.33554824 0.01048035



> solve(MMM)

           [,1]        [,2]

[1,]  1.7541856 -0.21995167

[2,] -0.2199517  0.02838819

【参考】
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【参考】









のような組になったデータについて











直線（回帰直線）



誤差（ばらつき）



のような式をあてはめる（適合する）

には











のような計算をして



を決めればよい。
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【参考】
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確率変数 X が確率密度関数 f(x) を持つ確率分布に従うとき。  （X が連続型確率変数）

　　　　　　　　 （確率関数）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   　（ X が離散型確率変数）

確率変数 X を用いた関数 g(X) の期待値は E（ g（X） ）と書き









のように定義される。

X の平均は E(X)，X の分散 Var(X) は E( (X-E(X))2 )と定義される。

確率変数 X と確率変数 Y が互いに独立で，X と Y の確率密度関数（確率関数）がそれぞれ   fX(x), fY(y)であるとき，確率変数 X と確率変数 Y の同時確率分布の密度関数（確率関数） fXY(x,y) は

　　　　　                            　　　fXY(x,y) = fX(x) fY(y)

となる。



このとき，確率変数の線形結合 aX+bY （a,bは既知の定数） の期待値 E（ aX+bY )

については

　　　　　　                 　   E（aX+bY) = a EX(X) + b E (Y)

となる。 また，aX+bY 分散は

　　　　　　　　　　　　　　　Var (aX+bY) = a2 Var (X) + b2 Var (Y)

となる。

（X が連続型確率変数のとき）

（ X が離散型確率変数のとき,　ΩはXの取り得る

　値すべてを含む集合（標本空間））





あてはめる直線の切片 α と傾き β の推定量　　　　　　について，その期待値（平均値）は
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となり，真の切片と傾きの値をその期待値としてとることとなる。（不偏性/不偏推定量）

回帰モデル







において，誤差　ei　について次を想定すると



１）  ei　のそれぞれの平均（期待値）が 0 である。　

　　　　　E( ei ) = 0 　　　　i=1, 2, 3, …, n



２）  ei　のそれぞれの分散(ちらばりの程度)が等しく，すべて σ2 である。

　　　　　Var( ei ) =  σ2         i=1, 2, 3, …, n



３）  e1, e2，e3，… ，en　は互いに関連性を持たない（無相関または独立）。

　　　　　Cov( ei，ej  ) = 0     i ≠j,    i, j =1, 2, 3, …, n



 　　　　　上の式は共分散が0である（同時に無相関（相関が0）である）ことを示していて，

 　　　　　独立よりはゆるい概念※であるが，こういった分析（回帰分析）では，                  

              相関が0であることを想定することで十分なことが多い。

              （※一般には，独立ならば無相関であるが，無相関でも独立でないことがある。

 　　　　　ただし，誤差の確率分布が正規分布の場合は，無相関であれば独立になる。）





となる。ただし，ここで，        は　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を示すものとする。



また，　　　　　と　　　　　は無相関である。一方，一般には　　と　　　は無相関ではない。　

また，推定量　　　　　　について，その分散はそれぞれ
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あてはめる直線の切片 α と傾き β の推定量　　　　　　について，その期待値（平均値）は









となり，真の切片と傾きの値をその期待値としてとることとなる。　（不偏性）





となる。 また，観測	Yi (もしくは誤差 ei ）の分散 σ2 の不偏推定量　      は，















































推定量　　　　　は，それぞれ 平均　　　　，分散　　　　　　　　　　　　　を持つ正規分布に従うことが分かる。



ここで，　　　　　　　　　　　　の式の中の　　 に　　 を代入した式を                                      とすると，
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確率変数 Yi が正規分布 N（μi，σi2） (i=1,2,…,n)　に従い，Y1 , Y2 ，… , Yn について，互いに独立であるとき，その線形結合から構成される確率変数 W を      



　                　W=c1Y1+c2Y2+･･･+cnYn      (ただし，c1，c2，…，cn　は既知定数）        

 

とすると， W の分布は，平均 E(W) と分散 Var(W) を      

 

　　E（W）= c1μ1＋c2μ2＋・・・＋cnμn  ,　Var（W）= c12σ12＋c22σ22＋・・・＋cn2σn2          

 

とする正規分布になる。 (正規分布の再生性）













さらに，  　　            は　　　　 とは独立に，自由度 n-2 のカイ２乗分布に従うことが知られている。

























はそれぞれ自由度n-2 の t-分布 に従うことになり，この量を









それぞれの統計的仮説検定に使うことができる。

このことから，誤差　ei　について，さらに　　　　　　　　　

　

　　　　　　　　　４）　ei　の分布がそれぞれ正規分布である　　　　　　　　　　　　　　　　　

　

と想定すると，（誤差 ei  は互いに独立となり，同時に観測 Yi も互いに独立に正規分布に従い,）　　　　
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Z を標準正規分布 N（0, 1） に従う確率変数とし，V  を Z とは独立で，自由度 k のカイ２乗分布（ X2(k) ）に従う確率変数とすると，

　

　　　　　　





によって定義される確率変数 W は自由度 k の t-分布（ t(k) )に従うことになる。　　（※　k→∞　のとき， t-分布→N(0,1)になる。）　













  であり，　       　　　　　は　　   　　　とは独立で,









となるので，

（                        についても同様に，自由度 n-2 の t-分布に従うことが示される。）

t-分布







N(0,1)

t(1)

t(2)
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>Rat_Brain_1989 <- read_excel( "Rat_Brain_1989.xlsx",

                                         col_types = c("numeric", "numeric", "numeric","numeric") )

>attach(Rat_Brain_1989)

>BrainWT<-Brain_Weight

>BodyWT<-Body_Weight

>Litter<-Litter_Size

>summary(lm(BrainWT~BodyWT)) 



Call: 

lm(formula = BrainWT ~ BodyWT) 



Residuals: 　　　Min 　　　　1Q 　　　Median 　　3Q 　　　Max 

　　　　　　　-0.024666 -0.004901 -0.001171 0.007475 0.024171 



Coefficients: 

                                   Estimate    Std. Error     t value       Pr(>|t|) 

(Intercept) 	0.335548    0.017327     19.366      1.68e-13    *** 

BodyWT 		0.010480    0.002204       4.755      0.000158   *** 

--- 

Signif. codes:       0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 



Residual standard error: 0.01308 on 18 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.5567, Adjusted R-squared: 0.5321 

F-statistic: 22.61 on 1 and 18 DF, p-value: 0.0001583 



体重の効果（直線の傾き）を０とすると，現状のデータは非常にまれなことが起きていることになる。

⇒　０でないと言える。
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８月カフェでは



・まず，７月のカフェで行った，２変数の関係を調べるために，線形回帰分析で用いられている，　　

　２つの変数から作られる散布図上に直線をのせる（線を引く）方法，の基本的な考えかたを確

　認しました。つまり，ある変数の値（ネズミの体重）が与えられたときに，もう一方の変数の値

　（ネズミの脳の重さ）がどのような値となるか，という観点から直線の持つ意味とデータ点との

　関係の仕方を確認し，最小２乗法でパラメータ（切片と傾き）の値を得る手順を振り返りました。



・そのうえで，線形回帰分析の場合，実は最小２乗法でパラメータ（切片と傾き）の値を得るため

　の計算手順としては，連立一次方程式を解く手順でも，その解を得ることが可能であり，

　これにより，パラメータの推定量を式で書き表すことができること，さらにその式をよく観察

　すると，説明される方の変数（ネズミの脳の重さ）の線形結合（定数と変数の積を足し合わ

　せたもの）になることが確認できることを紹介しました。　　　　　











　　

・このことから，線形回帰分析で想定した誤差のばらつき（分布）について，いくつかの条件が

　満たされることが確認できれば，パラメータの推定量の分布が正規分布となることが示される
　ことを紹介しました。さらに，誤差の分散（これもパラメータの一つ）の推定量を紹介し，これら
　から，切片や傾きのパラメータの推定量にかかわる標準偏差（分散の平方根）推定量を得て，

　パラメータ推定量とその標準偏差推定量の比がｔ-分布に従うことから，切片や傾きに関する

　仮説検定が行えることを確認しました。　　　　　　　　　　













　

・ちなみに議論してきたネズミのデータでは，傾きに関するパラメータについて，これが０である　

　と想定すると，上記の比の値は4.755となり，０から絶対値としてこの値以上の乖離が起きる

　確率は，ｔ-分布により 0.000158であり，０では説明が困難であること，つまり，体重変化に

　よって脳の重さも変化（増加）すると言ってよいことを，得られた数値から確認しました。
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データから情報を抽出しよう

関係を調べてみよう。

関係？

データの中にある
構造的な関係
を探し出す。

　直線関係，

　曲線関係…．



2





2









生後３２日目のねずみの

体重(ｇ)と脳の重さ(ｇ)の関係

Wainright, P. et al. , Dev. Psychobiol, 22, 183-195, 1989
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生後３２日目のねずみの体重(g)と脳の重さ(g)の関係

グラフ表現（散布図）

関係あるなし？

体重 x のとき

脳の重さ y ？

うまく

直線をあてて

みよう！

4

線形回帰分析
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各点での直線からのずれを小さくすればよい！！

これをできるだけ小さくするような α，β を求める

直線を求める。
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最小２乗法
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平均値

BrainWT=0.417

BodyWT=7.748

回帰直線の

　切片：　0.33555

　傾き：　0.01048
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回帰直線は

データの中心を通る。
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各点での直線からのずれを小さくすればよい！！

これをできるだけ小さくするような α，β を求める

直線を求める。
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【参考】

最小２乗法
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結局　　　　に関する２次関数
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【参考】







関数 　　　　　　を最小にするような　　　　　を求める

点 x0 で関数 f(x) が最小　⇒ f(x) の接線の傾き































について







を満たすような　　　　

を求める
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【参考】













のような組になったデータについて











直線（回帰直線）



誤差（ばらつき）



のような式をあてはめる（適合する）

には



のような計算をして



を決めればよい。
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【参考】















　　　　　ともに， yi を定数倍したものの和となっていることに留意









あてはめる直線の切片 α と傾き β の推定量　　　　　　について，その期待値（平均値）は

11

















となり，真の切片と傾きの値をその期待値としてとることとなる。（不偏性/不偏推定量）

回帰モデル







において，誤差　ei　について次を想定すると



１）  ei　のそれぞれの平均（期待値）が 0 である。　

　　　　　E( ei ) = 0 　　　　i=1, 2, 3, …, n



２）  ei　のそれぞれの分散(ちらばりの程度)が等しく，すべて σ2 である。

　　　　　Var( ei ) =  σ2         i=1, 2, 3, …, n



３）  e1, e2，e3，… ，en　は互いに関連性を持たない（無相関または独立）。

　　　　　Cov( ei，ej  ) = 0     i ≠j,    i, j =1, 2, 3, …, n



 　　　　　上の式は共分散が0である（同時に無相関（相関が0）である）ことを示していて，

 　　　　　独立よりはゆるい概念※であるが，こういった分析（回帰分析）では，                  

              相関が0であることを想定することで十分なことが多い。

              （※一般には，独立ならば無相関であるが，無相関でも独立でないことがある）

 　　　　　ただし，誤差の確率分布が正規分布の場合は，無相関であれば独立になる。









となる。ただし，ここで，        は　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を示すものとする。



また，　　　　　と　　　　　は無相関である。一方，一般には　　　　　は無相関ではない。　

また，推定量　　　　　　について，その分散はそれぞれ
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あてはめる直線の切片 α と傾き β の推定量　　　　　　について，その期待値（平均値）は









となり，真の切片と傾きの値をその期待値としてとることとなる。　（不偏性）





となる。 また，観測	Yi (もしくは誤差 ei ）の分散 σ2 の不偏推定量　      は，













































推定量　　　　　は，それぞれ 平均　　　　，分散　　　　　　　　　　　　　を持つ正規分布に従うことが分かる。



ここで，　　　　　　　　　　　　の式の中の　　 に　　 を代入した式を                                      とすると，
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確率変数 Yi が正規分布 N（μi，σi2） (i=1,2,…,n)　に従い，Y1 , Y2 ，… , Yn について，互いに独立であるとき，その線形結合から構成される確率変数 W を      



　                　W=c1Y1+c2Y2+･･･+cnYn      (ただし，c1，c2，…，cn　は既知定数）        

 

とすると， W の分布は，平均 E(W) と分散 Var(W) を      

 

　　E（W）= c1μ1＋c2μ2＋・・・＋cnμn  ,　Var（W）= c12σ12＋c22σ22＋・・・＋cn2σn2          

 

とする正規分布になる。 (正規分布の再生性）





































はそれぞれ自由度n-2 の t-分布 に従うことになり，この量を









それぞれの統計的仮説検定に使うことができる。

このことから，誤差　ei　について，さらに　　　　　　　　　

　

　　　　　　　　　４）　ei　の分布がそれぞれ正規分布である　　　　　　　　　　　　　　　　　

　

と想定すると，（誤差 ei  は互いに独立となり，同時に観測 Yi も互いに独立に正規分布に従い,）　　　　





さらに，  　　            は　　　　 とは独立に，自由度 n-2 のカイ２乗分布に従うことが知られている。





確率変数 X が確率密度関数 f(x) を持つ確率分布に従うとき。  （X が連続型確率変数）

　　　　　　　　 （確率関数）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   　（ X が離散型確率変数）

確率変数 X を用いた関数 g(X) の期待値は E（ g（X） ）と書き









のように定義される。

X の平均は E(X)，

　　散らばりの中心的な位置を示す値の一つ



X の分散 Var(X) は E( (X-E(X))2 )と定義される。

　　散らばりの広がりの程度を示す値の一つ



これら２つは X の分布（その分布の密度関数あるいは

確率関数）の特徴を示すパラメータとして頻繁に使われる。

（X が連続型確率変数のとき）

（ X が離散型確率変数のとき,　Ω は X の取り得る値

  すべてを含む集合（標本空間））

平均が観測されたデータから計算される算術平均でないことに注意



分散も観測されたデータから計算されるもの（標本分散）ではないことに注意

平均E（X）からのずれを表わす

【参考】
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15

確率変数 X と確率変数 Y が互いに独立で，X と Y の確率密度関数（確率関数）がそれぞれ   fX(x), fY(y)であるとき，確率変数 X と確率変数 Y の同時確率分布の密度関数（確率関数） fXY(x,y) は

　　　　　                            　　　fXY(x,y) = fX(x) fY(y)

となる。





一般に（X, Y が独立でない場合でも），確率変数の線形結合 aX+bY （a, bは既知の定数） の

期待値 E（ aX+bY )については　

　　　　　　　　　　　　　　　   E（aX+bY) = a EX(X) + b EY (Y)　　　

となる。 



さらに，確率変数 X と確率変数 Y が互いに独立なとき，aX+bY の分散 Var (aX+bY) は　

                                     　　Var (aX+bY) = a2 Var (X) + b2 Var (Y)　

となる。

【注】上記，記号で，

EX（X），EY（Y）はそれぞれ対応する確率変数のみに依存する計算による期待値であることを示す。



Var（X），Var（Y）も同様であるが，ここでは, Varでは添え字は省略する，



E（aX+bY) ， Var (aX+bY)　では X, Y の同時確率密度（確率関数）が必要である。

【参考】
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確率変数 X が確率密度関数 f(x) を持つ確率分布に従うとき。  （X が連続型確率変数）　

確率変数 X を用いた関数 g(X) の期待値は E（ g（X） ）と書き





のように定義される。

X の平均は E(X)，X の分散 Var(X) は E( (X-E(X))2 ) と定義される。

このとき，確率変数 W を，W=aX+b (a, bは定数)とすると，













【　f(x)の基本性質　】

※以下，確率変数が離散型でも，積分を和の計算に読み替えるだけで同様の結果が得られる。

【参考】
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確率変数 X と確率変数 Y の確率密度関数（確率関数）をそれぞれ  fX(x),  fY(y) とし，

確率変数 X と確率変数 Y の同時確率分布の密度関数（確率関数）を fXY(x, y) とすると，

　　　　　                            　　　





となる。



さらに，確率変数の線形結合 aX+bY （a, bは既知の定数） の期待値 EXY（ aX+bY )

については

　　　　　　                 　   EXY（aX+bY) = a EX(X) + b E Y(Y)

となる。









【参考】

注：X, Y は独立でなくてもよい
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確率変数 X と Y が互いに独立なとき，aX+bY 　の分散　Var (aX+bY)　は

 　　　　　　　　Var (aX+bY) = a2 Var (X) + b2 Var (Y)

となる。　　　　　　

一般に共分散と呼ばれる項

X,Yが独立ならば下のように0 になる。

【参考】















19

Z を標準正規分布 N（0, 1） に従う確率変数とし，V  を Z とは独立で，自由度 k のカイ２乗分布（ X2(k) ）に従う確率変数とすると，

　

　　　　　　





によって定義される確率変数 W は自由度 k の t-分布（ t(k) )に従うことになる。　　（※　k→∞　のとき， t-分布→N(0,1)になる。）　













  であり，　かつ       　　　　　　は　   　　　とは独立で,









となるので，

（                        についても同様に，自由度 n-2 の t-分布に従うことが示される。）

t-分布







N(0,1)

t(1)

t(2)
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20

自由度１，２，５，１０，２０，３０ の t-分布 と 標準正規分布 N(0,1)

Df=1

Df=2

N(0,1)

-1.959964

N(0,1)のとき， -1.959964

より低い値をとる確率は

0.025

1.959964

N(0,1)のとき， 1.959964

より高い値をとる確率は

0.025

Df=5

【参考】
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21

標準正規分布

下側裾確率　0.025

横軸をt-分布の自由度として， t-分布で Pr（X<-1.959964）を計算した

グラフ　（標準正規分布のそれ（0.025）よりも大きくなる）

　　（標準正規分布の場合 Pr（X<-1.959964）=0.025）

（t-分布）

下側裾確率　0.025+0.0025　

DF=55

両側確率で5％となる標準正規分布に相当する確率変数の値のとき，t-分布の近似として標準正規分布を用いたときの確率の違いが0.5%（ポイント）以上になる自由度は55以下

（t-分布）

下側裾確率　0.025+0.005

DF=28

両側確率で5％となる標準正規分布に相当する確率変数の値のとき，t-分布の近似として標準正規分布を用いたときの確率の違いが1.0%(ポイント)以上になる自由度は28以下

【参考】

標準正規分布もt-分布も0を起点として左右対称（なので下側裾確率で計算）
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>Rat_Brain_1989 <- read_excel( "Rat_Brain_1989.xlsx",

                                         col_types = c("numeric", "numeric", "numeric","numeric") )

>attach(Rat_Brain_1989)

>BrainWT<-Brain_Weight

>BodyWT<-Body_Weight

>Litter<-Litter_Size

22



体重の効果（直線の傾き）を 0 とすると，現状のデータは非常にまれなことが起きていることになる。

⇒　0 でないと言える。











これを自由度18の

t-分布で確認

（この値より離れた値をとる確率を計算）

>summary(lm(BrainWT~BodyWT)) 



Call: 

lm(formula = BrainWT ~ BodyWT) 



Residuals: 　　　Min 　　　　1Q 　　　Median 　　3Q 　　　Max 

　　　　　　　-0.024666 -0.004901 -0.001171 0.007475 0.024171 



Coefficients: 

                                   Estimate    Std. Error     t value       Pr(>|t|) 

(Intercept) 	0.335548    0.017327     19.366      1.68e-13    *** 

BodyWT 		0.010480    0.002204       4.755      0.000158   *** 

--- 

Signif. codes:       0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 



Residual standard error: 0.01308 on 18 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.5567, Adjusted R-squared: 0.5321 

F-statistic: 22.61 on 1 and 18 DF, p-value: 0.0001583 
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23

> X<-cbind(1,BodyWT)

> X

     　   BodyWT

 [1,] 1  9.447

 [2,] 1  9.780

 [3,] 1  9.155

　　… 

[20,] 1  6.050



> beta<-solve(MMM,VV)

> yhat<-X%*%beta

 

> cbind(BrainWT,yhat)

      BrainWT          

 [1,]   0.444 0.4345561

 [2,]   0.436 0.4380461

　･･･ 

[20,]   0.401 0.3989544



> plot(BrainWT,yhat)

> cor(BrainWT,yhat)

 0.7461485

　　（重相関係数）

> cor(BrainWT,yhat)^2

 0.5567376　　（決定係数）

> ss<-sum((BrainWT-yhat)^2)

> ss

[1] 0.003080563

> sigma2<-ss/18

> sigma2

[1] 0.0001711424

> sqrt(sigma2)

[1] 0.01308214



> beta_cov<-sigma2*solve(MMM)

> beta_cov

              [,1]          [,2]

[1,]  3.002155e-04 -3.764306e-05

[2,] -3.764306e-05  4.858422e-06



> sqrt(diag(beta_cov))

[1] 0.017326729 0.002204183



> sdd<-sqrt(diag(beta_cov))

> sddi<-1/sdd

> Msddi<-sddi%*%t(sddi)

> Msddi

         [,1]      [,2]

[1,]  3330.94  26183.99

[2,] 26183.99 205828.13



> Msddi*beta_cov

           [,1]       [,2]

[1,]  1.0000000 -0.9856453

[2,] -0.9856453  1.0000000





> summary(lm(BrainWT~BodyWT), 
　　　　　　　cor=T)$si

[1] 0.01308214



>summary(lm(BrainWT~BodyWT), 　

　　　　　　　cor=T)$cor

            (Intercept)     BodyWT

(Intercept)   1.0000000 -0.9856454

BodyWT       -0.9856454  1.0000000

　の分散共分散行列推定値











24



> plot(BrainWT,yhat)



> cor(BrainWT,yhat)

 0.7461485

重相関係数:

　　観測値　　と回帰式

　　による予測値 　

　　との相関係数



この２乗の値は

「決定係数(寄与率)」

と呼ばれ，

R２と書かれる。

回帰式を予測に使う

ことの妥当性の尺度

として使われる。

80%程度以上あれば

そこそこ予測に使える

ものと判断する。



この場合 R２ =0.5567376

なので，回帰としてはまずまず

（体重が脳の重さに影響を与えていると言ってよい状況）

であっても，予測式として使うには厳しい（予測値からのずれが大きい可能性がある）。



















24



25



直線でなく，曲がりも考えた方がよい？
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＞BodyWT2<-BodyWT^2

 

> summary((lm(BrainWT~BodyWT+BodyWT2))) 



Call: lm(formula = BrainWT ~ BodyWT + BodyWT2) 



Residuals: 

	Min 	1Q 	Median 	3Q 	Max 

-0.023298 -0.007708 0.001165 0.009894 0.019776 



Coefficients: 

		Estimate 	Std. Error 	t value 	Pr(>|t|) 

(Intercept) 	　0.148728 	0.111879 	　1.329 	0.201 

BodyWT 	　0.059843 	0.029313 	　2.041 	0.057 . 

BodyWT2 	-0.003166 	0.001875 	-1.688 	0.110 

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 



Residual standard error: 0.01246 on 17 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.6204, Adjusted R-squared: 0.5757 

F-statistic: 13.89 on 2 and 17 DF, p-value: 0.0002657 

２次曲線（まがり）を考えるメリットはなさそう。

重回帰分析
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Litter_Size（同腹仔数）の効果は？

> pairs( cbind( BrainWT, BodyWT, Litter ) )

【散布図行列】
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>summary((lm(BrainWT~BodyWT+Litter)))

 

Call: lm(formula = BrainWT ~ BodyWT + Litter) 



Residuals: 

	Min 	  1Q 	   Median 	 3Q 	   Max 

-0.0230005 -0.0098821 0.0004512 0.0092036 0.0180760 



Coefficients: 

		Estimate 	Std. Error 	t value 	Pr(>|t|) 

(Intercept) 	0.178247 	0.075323 	2.366 		0.03010 * 

BodyWT 	0.024306 	0.006779 	3.586 		0.00228 ** 

Litter 	0.006690 	0.003132 	2.136 		0.04751 * 

--- 

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 



Residual standard error: 0.01195 on 17 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.6505, Adjusted R-squared: 0.6094 

F-statistic: 15.82 on 2 and 17 DF, p-value: 0.0001315 

一見 BodyWT も Litter も効果があるように見えるが，Litter の係数の正負に注意し，散布図行列を改めて確認すると Litter と BodyWT に強い相関があり，多重共線性（強い相関のため分析結果が不安定な状況）があることが分かる。





29





変数間の相関係数

	BrainWT	　　BodyWT        Litter

BrainWT   1.0000000    0.7461485    -0.6214719

BodyWT    0.7461485   1.0000000    -0.9548494

Litter  	-0.6214719  -0.9548494      1.0000000



> cor(cbind(BrainWT,BodyWT,Litter))

多重共線性

【散布図行列】

説明する変数の間で強い相関がある。

　　　　⇩

分析が不安定（信用できない）

　　　　⇩

一方の変数を外す。
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> residu <- 

    lm(BrainWT~BodyWT)$residuals 

> plot(Litter,residu) 



> summary((lm(residu~Litter)))

 

Call: lm(formula = residu ~ Litter) 



Residuals: 

	Min 	  1Q 	    Median 	  3Q 		Max 

-0.0273232 -0.0041630 -0.0006999 0.0065192 0.0221047 

Coefficients: 

		Estimate 	Std. Error 	t value 	Pr(>|t|) 

(Intercept) 	-0.0044288 	0.0081026 	-0.547 	0.591 

Litter 	 0.0005905 	0.0010089 	 0.585 	0.566 

Residual standard error: 0.01296 on 18 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.01868, Adjusted R-squared: -0.03584 

F-statistic: 0.3426 on 1 and 18 DF, p-value: 0.5656 


残差を用いた検討







BrainWTについては，BodyWTの効果を考慮する以上に，Litterの影響を考える必要はなさそう。

ただし，BodyWTとLitterの間には強い相関（関連）があり，BrainWTとLitterとの関連は存在する。
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誤差（残差）の正規性は大丈夫？

> hist(residu) 

> qqnorm(residu) 

点が直線的に配置されていればOK





xi: BodyWT
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> summary(lm(BrainWT~Litter))



Call:

lm(formula = BrainWT ~ Litter)



Residuals:

      Min        1Q    Median        3Q       Max 

-0.030600 -0.006742  0.000183  0.007650  0.032367 



Coefficients:

                   Estimate      Std. Error    t value    Pr(>|t|)    

(Intercept)  　0.447000   0.009625  46.443  < 2e-16 ***

Litter      	　  -0.004033   0.001198  -3.366  0.00344 ** 

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1



Residual standard error: 0.01539 on 18 degrees of freedom

Multiple R-squared:  0.3862,	Adjusted R-squared:  0.3521 

F-statistic: 11.33 on 1 and 18 DF,  p-value: 0.003445

【参考】

LitterだけのBrainWTに対する

効果の確認



BodyWTと同様にその効果は0でないことが分かる。効果（影響）が確認できる。





ただし，寄与率（R2）はBodyWTのそれ（0.5567）よりは低く，

BrainWTに対する効果について，BodyWTかLitterいずれか１つをを選ぶとすると，BodyWTを選ぶことになる。
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データから情報を抽出しよう

関係を調べてみよう。

関係？

データの中にある
構造的な関係
を探し出す。

　直線関係，

　曲線関係…．



2





2









生後３２日目のねずみの

体重(ｇ)と脳の重さ(ｇ)の関係

Wainright, P. et al. , Dev. Psychobiol, 22, 183-195, 1989
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直線でなく，曲がりも考えた方がよい？





5

＞BodyWT2<-BodyWT^2

 

> summary((lm(BrainWT~BodyWT+BodyWT2))) 



Call: lm(formula = BrainWT ~ BodyWT + BodyWT2) 



Residuals: 

	Min 	1Q 	Median 	3Q 	Max 

-0.023298 -0.007708 0.001165 0.009894 0.019776 



Coefficients: 

		Estimate 	Std. Error 	t value 	Pr(>|t|) 

(Intercept) 	　0.148728 	0.111879 	　1.329 	0.201 

BodyWT 	　0.059843 	0.029313 	　2.041 	0.057 . 

BodyWT2 	-0.003166 	0.001875 	-1.688 	0.110 

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 



Residual standard error: 0.01246 on 17 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.6204, Adjusted R-squared: 0.5757 

F-statistic: 13.89 on 2 and 17 DF, p-value: 0.0002657 

２次曲線（まがり）を考えるメリットはなさそう。

重回帰分析
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Litter_Size（同腹仔数）の効果は？

> pairs( cbind( BrainWT, BodyWT, Litter ) )

【散布図行列】
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>summary((lm(BrainWT~BodyWT+Litter)))

 

Call: lm(formula = BrainWT ~ BodyWT + Litter) 



Residuals: 

	Min 	  1Q 	   Median 	 3Q 	   Max 

-0.0230005 -0.0098821 0.0004512 0.0092036 0.0180760 



Coefficients: 

		Estimate 	Std. Error 	t value 	Pr(>|t|) 

(Intercept) 	0.178247 	0.075323 	2.366 		0.03010 * 

BodyWT 	0.024306 	0.006779 	3.586 		0.00228 ** 

Litter 	0.006690 	0.003132 	2.136 		0.04751 * 

--- 

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 



Residual standard error: 0.01195 on 17 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.6505, Adjusted R-squared: 0.6094 

F-statistic: 15.82 on 2 and 17 DF, p-value: 0.0001315 
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変数間の相関係数

	BrainWT	　　BodyWT        Litter

BrainWT   1.0000000    0.7461485    -0.6214719

BodyWT    0.7461485   1.0000000    -0.9548494

Litter  	-0.6214719  -0.9548494      1.0000000



> cor(cbind(BrainWT,BodyWT,Litter))

多重共線性

【散布図行列】

説明する変数の間で強い相関がある。

　　　　⇩

分析が不安定（信用できない）

　　　　⇩

一方の変数を外す。
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> residu <- 

    lm(BrainWT~BodyWT)$residuals 

> plot(Litter,residu) 



> summary((lm(residu~Litter)))

 

Call: lm(formula = residu ~ Litter) 



Residuals: 

	Min 	  1Q 	    Median 	  3Q 		Max 

-0.0273232 -0.0041630 -0.0006999 0.0065192 0.0221047 

Coefficients: 

		Estimate 	Std. Error 	t value 	Pr(>|t|) 

(Intercept) 	-0.0044288 	0.0081026 	-0.547 	0.591 

Litter 	 0.0005905 	0.0010089 	 0.585 	0.566 

Residual standard error: 0.01296 on 18 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.01868, Adjusted R-squared: -0.03584 

F-statistic: 0.3426 on 1 and 18 DF, p-value: 0.5656 


残差を用いた検討







BrainWTについては，BodyWTの効果を考慮する以上に，Litterの影響を考える必要はなさそう。

ただし，BodyWTとLitterの間には強い相関（関連）があり，BrainWTとLitterとの関連は存在する。
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のような組になったデータについて













誤差（ばらつき）



のような式（重回帰式）をあてはめる（適合する）分析

【重回帰分析（説明変数が２個以上）】





説明変数（共変量）

従属変数（反応）









のようなベクトル表記を用いると，重回帰式は









のように書ける。





※　　　　　はそれぞれベクトル　　　　の転置を示す。:





【参考】















各点での回帰式からのずれを小さくすればよい！！

これをできるだけ小さくするような α，β を求める

回帰式を求める。
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【参考】

最小２乗法





α，β を求めるには
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結局　　　　に関する２次関数
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【参考】
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【参考】



































正規方程式
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【参考】











α，β の

推定量





は　　　　の逆行列を示す。





なので，説明変数（ベクトル） x のもとでの y の予測値を　　　　　　　　　とすると，

データとして得た説明変数 xi の算術平均　 の時の y の予測値は, 反応 yi の算術平均      　　　

と一致する。　したがって，切片項 α に相当する項を含む回帰分析によって求められた

回帰式はデータの中心（xi の算術平均　　,　yi の算術平均　　） を必ず通ることになる。　               
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【参考】





















データから計算される

説明変数のみの

分散共分散行列

データから計算される

説明変数と従属変数（反応）の共分散（ベクトル）
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量反応モデル

Busvine(1983)　Grain beetle（ノコギリヒラタムシ）のエチレンオキシドへの反応





https://www.naro.affrc.go.jp/org/nfri/yakudachi/gaichu/zukan/25.html

（農業・食品産業技術総合研究機構HP）

・英名　sawtoothed grain beetle

・学名: Oryzaephilus surinamensis Linnaeus

・形態

【成虫】平たく、前胸の側縁はのこぎり状を呈する。

　　　　　体長3mm前後。

・加害する食品

　　　　　イネ科穀物の特に胚芽を加害する。

　　　　　米糠、粉の害虫。

17

(Log10(10mg/L))







薬の濃度と

反応の関係は？



薬が増加するにつれて，

次第に増加。



ただし，

反応確率は１を超えない！！
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反応変数 mi：2項反応(Affected) 　 i=1,2,…,r　（薬濃度レベル）



説明変数　si　(logDose：薬濃度，（常用）対数（log10）尺度)









尤度（データ　(mi, si)   i=1,2,…,r）  （2項分布を基礎とする）



量反応モデル分析(最尤法）











　　　

の関数として

最大化









平均　  分散　　 の正規分布の分布関数











ni ：Insects:虫の数，Pi：反応確率
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正規分布の分布関数と密度関数





平均 μ  分散 σ2 （標準偏差 σ）の

正規分布の分布関数

平均 μ  分散 σ2 （標準偏差 σ）の

正規分布の密度関数





 μ=0.24,   σ=0.07のグラフ

21
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最尤法（最大尤度法）の考え方

観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が互いに独立に, 確率分布密度（もしくは観測が離散確率変数であるときは確率関数） 

fi(y, θ) を持つような確率分布に従うものとする。

ここで θ は確率分布に関連した母数（パラメータ）とする。

このとき，観測 Y1, Y2, … , Yn の実現値 y1, y2, … , yn が得られたとき，

母数 θ の尤度（ゆうど：likelihood：もっともらしさ）　L（θ）を





のように定義する。

一般には， fi(y, θ) については，Yi　の分布の挙動に影響を与える変数（共変量）xiを

取り込んで， fi(y, θ)=f（y，θ，xi） のように書き表される場合が多い。





この尤度 L（θ） は母数の値が θ である時の，

　　観測が離散型確率変数である時には，

　　　　　　　　　　Y1=y1, Y2=y2, … , Yn =yn　となる事象が起きる確率（同時確率）を示し，

　　観測が連続型確率変数であるときには， 

　　　　　　　　  　Y1=y1, Y2=y2, … , Yn =yn　となる事象の起きやすさを表している。　　

最尤法はこの尤度 L(θ) を最大にする θ を求める方法であり，得られた現状のデータを最も起きやすい状況として捉えるような母数 θ を探す方法といえる。







最尤法（最大尤度法）にもとづく統計的推測について

最尤法はこの尤度 L(θ) を最大にする θ を求める方法であり，得られた現状のデータを最も起きやすい状況として捉えるような母数 θ を探す方法といえる。



　　技術的には，尤度の計算の際，あるいは最大化を行う際に，尤度L(θ) そのままでは

　　なく，その（自然）対数　log L(θ) 　を用いて計算することが多い。

 　　log L(θ)　を対数尤度とよび， l(θ) と書くことが多い。





　　



     l(θ) を用いることによって，

          ・　L(θ) ではそれぞれの観測の寄与について，その積をとる必要があったものが，

　　　   　和の計算に置き換えられ，処理（特に，微分・積分や中心極限定理や対数の

　　　　   法則の適用）が容易になる。 

　　    ・　また，対数関数は単調増加関数なので， l(θ) を最大化する θ は L(θ) を最大化

　　　　   する θ でもある。





したがって，最尤推定値は L(θ) を最大化する θ として得ることが可能であるが，その値　  

　　は必然的に観測値 y1, y2, … , yn に依存して決まる値である。よって，必ずしも明示的に式として表すことが可能であるとは限らないが，　　を観測 Y1, Y2, … , Yn の関数，最尤推定量，と考えることが可能であり，このことから　　　の確率分布を考えることができる。
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y=0.7

μ=0.7

μ=2.0

μ=0.0

μ=-2.0

μ=-2.0の時

の尤度

μ=2.0の時

の尤度

観測 Y が正規分布 N（μ，1） に従うとき，１つの観測値 y=0.7 が得られたときに，パラメータ μ を何とすればよいかを考える。

μ=0.0の時

の尤度

μ=0.7の時が尤度が最も大きい

事例１





25

観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が

互いに独立に, 正規分布N（μ，σ2） を持つような確率分布に従うものとする。

具体的な観測値 y1, y2, … , yn が得られたとき, 尤度を最大にするような μ は？

Yiの密度関数 f(yi, (μ，σ2)) は　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　となるので





観測値 y1, y2, … , yn の尤度 L（ (μ，σ2) ） は





となる。　このとき，対数尤度　l（ (μ，σ2) ）=log L（ (μ，σ2) ）　は





となる。 l（ (μ，σ2) ）を最大にする μ は方程式  　                             の解として得られることから，            









より，最尤推定値　　　　　　　　　を得る。





【事例２】
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統計学の活用法について202411_A_R4.pptx




１１月



大分学習センターのオープンユニバーシティカフェ

越智 義道　先生（統計科学）



統計学の活用法について

　１０月のカフェから，データの様子を確認するため多様なモデルでの検討を可能にする統計的な手法の一つ，最尤法（最大尤度法）の基本的な考え方について紹介しています。

　１１月のカフェではこの最尤法の利用法を紹介して，

２値反応データの代表的な分析法の一つの
　　用量反応モデルの適合について　

考えてみたいと思います。



日時

13:00～15:00　 11月13日(水)

※日程は都合により変更になる場合があります。センターウェブサイトでご確認ください。



第２週です。



時間変更







量反応モデル

Busvine(1983)　Grain beetle（ノコギリヒラタムシ）のエチレンオキシドへの反応





https://www.naro.affrc.go.jp/org/nfri/yakudachi/gaichu/zukan/25.html

（農業・食品産業技術総合研究機構HP）

・英名　sawtoothed grain beetle

・学名: Oryzaephilus surinamensis Linnaeus

・形態

【成虫】平たく、前胸の側縁はのこぎり状を呈する。

　　　　　体長3mm前後。

・加害する食品

　　　　　イネ科穀物の特に胚芽を加害する。

　　　　　米糠、粉の害虫。

2

(Log10(10mg/L))







薬の濃度と

反応の関係は？



薬が増加するにつれて，

次第に増加。



ただし，

反応確率は１を超えない！！

（負の値にもならない。）
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反応変数 mi：2項反応(Affected) 　 i=1,2,…,r　（薬濃度レベル）



説明変数　si　(logDose：薬濃度，（常用）対数（log10）尺度)







尤度（データ　(mi, si)   i=1,2,…,r）  （2項分布を基礎とする）



量反応モデル分析（最尤法）











　　　

の関数として

最大化









平均　  分散　　 の正規分布の分布関数











ni ：Insects:虫の数，Pi：反応確率

5

（　　　　　　　　　　　　　　として）　
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正規分布の分布関数と密度関数





平均 μ  分散 σ2 （標準偏差 σ）の

正規分布の分布関数

平均 μ  分散 σ2 （標準偏差 σ）の

正規分布の密度関数





 μ=0.24,   σ=0.07のグラフ

6



x

x
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> pnorm(0.2, 0.24,0.07)

[1] 0.2838546

> pnorm((0.2-0.24)/0.07, 0,1)

[1] 0.2838546

N(0.24,0.072)の分布関数

標準正規分布N(0,1)の分布関数

z



z
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最尤法（最大尤度法）の考え方

観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が互いに独立に, 確率分布密度（もしくは観測が離散確率変数であるときは確率関数） 

fi(y, θ) を持つような確率分布に従うものとする。

ここで θ は確率分布に関連したパラメータ（母数）とする。

このとき，観測 Y1, Y2, … , Yn の実現値 y1, y2, … , yn が得られたとき，

パラメータ θ の尤度（ゆうど：likelihood：もっともらしさ）　L（θ）を





のように定義する。

一般には， fi(y, θ) については，Yi　の分布の挙動に影響を与える変数（共変量）xiを

取り込んで， fi(y, θ)=f（y，θ，xi） のように書き表される場合が多い。





この尤度 L（θ） はパラメータの値が θ である時の，

　　観測が離散型確率変数である時には，

　　　　　　　　　　Y1=y1, Y2=y2, … , Yn =yn　となる事象が起きる確率（同時確率）を示し，

　　観測が連続型確率変数であるときには， 

　　　　　　　　  　Y1=y1, Y2=y2, … , Yn =yn　となる事象の起きやすさを表している。　　

最尤法はこの尤度 L(θ) を最大にする θ を求める方法であり，得られた現状のデータを最も起きやすい状況として捉えるようなパラメータ θ を探す方法といえる。





　

最尤法（最大尤度法）にもとづく統計的推測について





したがって，最尤推定値は L(θ) を最大化する θ として得ることが可能であるが，その値　  

　　は必然的に観測値 y1, y2, … , yn に依存して決まる値である。よって，必ずしも明示的に式として表すことが可能であるとは限らないが，　　を観測 Y1, Y2, … , Yn の関数，最尤推定量，と考えることが可能であり，このことから　　　の確率分布を考えることができる。













最尤法はこの尤度 L(θ) を最大にする θ を求める方法であり，得られた現状のデータを最も

起きやすい状況として捉えるようなパラメータ θ を探す方法といえる。



　　　　技術的には，尤度の計算の際，あるいは最大化を行う際に，尤度L(θ) そのままでは

　　　　なく，その（自然）対数　log L(θ) 　を用いて計算することが多い。

 　　　　log L(θ)　を対数尤度とよび， l(θ) と書くことが多い。（単独データの寄与logfi(yi,θ)はli(θ)）



　　



     　　

　　　　l(θ) を用いることによって，

          　　・　L(θ) ではそれぞれの観測の寄与について，その積をとる必要があったものが，

　　　  　　 　和の計算に置き換えられ，処理（特に，微分・積分や中心極限定理や対数の

　　　　　　   法則の適用）が容易になる。 

　　    　　・　また，対数関数は単調増加関数なので， l(θ) を最大化する θ は L(θ) を最大化

　　　　   　　する θ でもある。
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y=0.7

μ=0.7

μ=2.0

μ=0.0

μ=-2.0

μ=-2.0の時

の尤度

μ=2.0の時

の尤度

観測 Y が正規分布 N（μ，1） に従うとき，１つの観測値 y=0.7 が得られたときに，パラメータ μ を何とすればよいかを考える。

μ=0.0の時

の尤度

μ=0.7の時が最も尤度が大きい

【事例１】
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観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が

互いに独立に, 正規分布N（μ，σ2） を持つような確率分布に従うものとする。

具体的な観測値 y1, y2, … , yn が得られたとき, 尤度を最大にするような μ は？

Yiの密度関数 f(yi, (μ，σ2)) は　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　となるので





観測値 y1, y2, … , yn の尤度 L( (μ，σ2) ) は





となる。　このとき，対数尤度　l( (μ，σ2) )=log L( (μ，σ2) )　は





となる。 L( (μ，σ2) )を最大にする μ は方程式  　                             の解として得られることから，            









より，最尤推定値　　　　　　　　　を得る。





【事例２】















を考え，誤差　ei　について次を想定する。

１）  ei　のそれぞれの平均（期待値）が 0 である。　

　　　　　E( ei ) = 0 　　　　i=1, 2, 3, …, n



２）  ei　のそれぞれの分散(ちらばりの程度)が等しく，すべて σ2 である。

　　　　　Var( ei ) =  σ2         i=1, 2, 3, …, n



３）  e1, e2，e3，… ，en　は互いに関連性を持たない（無相関または独立）。

　　　　　Cov( ei，ej  ) = 0     i ≠j,    i, j =1, 2, 3, …, n



４）　ei　の分布がそれぞれ正規分布である。　　　　

           　正規分布の場合，３）の無相関の条件は，独立を意味する。









観測値 (yi, xi) i=1, 2, … , n について (yi：反応（従属）変数Yiの実現値， xi：説明変数）

回帰モデル

このとき，最尤法によって，α，β，σ2 の推定量を求めることを考えてみる。



まず観測 Yi の分布を考えると　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　であり，



Yi もまた正規分布に従い，

それぞれが独立であることが分かる。

したがって，このことにもとづいて，尤度 L(( α，β，σ2 )) を構成すると。　









【事例３】
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となる。特に， α，β，σ2 について構造的な制約を考えない状況では，

L(( α，β，σ2 )) を最大化する α，β は，指数関数の引数







を最大化するような α，β を決めればよい。

その際に σ2 は当面，定数と考えてよいので，結局







を最小にするように， α，β を決めることになる。



つまり，最小２乗法の手続きで得られた推定量　　　　　が，最尤推定量となる。　
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一方， σ2　に関する推定量は，その対数尤度の σ2 に関する１階微分から得られる方程式

から

を得て，

となることから， σ2 　に関する最尤推定量は

のように得られる。

注：左の推定量では

　　となって，不偏でない。

　　ただし，nが十分大きければ，

　　といえる。（漸近不偏）
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上に見てきた事例１～事例３までの最尤推定量はいずれも最終的に推定量を観測した確率変数の式として表現が可能であり，しかも簡潔な式であったので，その式から，最尤推定量の持つ分布を正確に確認することができた。

ところが，この量反応モデルに関するデータの分析について，冒頭に述べた枠組みでの分析を考える場合，得られたデータから，尤度を最大とする最尤推定値を得ることはできるものの，最尤推定量として，それを式で書き表すことができない。

したがって，最尤推定量の式からその分布を導出することはできない。

しかし，尤度（あるいは対数尤度）にもとづいて得られる最尤推定量については，

漸近的な（データが多く得られている場合の近似による）議論によって，一般論として，その近似分布がどうなるかが知られており，ばらつきの状況を含めて，得られた最尤推定値を評価することが可能になる。



また，統計的仮説検定についても，やはり漸近的な議論にもとづくことになるが，尤度比検定として知られた手続がある。また，尤度比検定で用いる計算のうち帰無仮説・対立仮説どちらか一方の仮説の下での尤度の最大化を行わないでも実施できる，尤度比検定の近似としての，スコア検定やワールド検定などの方法も考えられている。

つまり，最尤法による統計的な分析法では，モデルを尤度として表現することができれば，（漸近的にではあるが）多様な分析が可能となり，飛躍的に分析の可能性（柔軟性）が広がることになる。　（ただし，モデルの同定可能性※は必須。）

※尤度を最大にするパラメーター（ベクトル）はただ一つであること。　　　　　　　





Yi  (i=1, 2, …, n) の分布

の真のパラメータの値が θ である時の期待値，
分散の計算



最尤推定量の分布
　            （ここでは一般論とするためパラメータ（母数）はベクトル θ として表記）





観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が

互いに独立に, 確率分布密度（もしくは観測が離散確率変数であるときは確率関数） fi(y, θ) を持つような確率分布に従うものとする。　このときの対数尤度 l（θ） を

と定義すると，これを最大化する最尤推定量　　について，次のことが言える。　





観測数 n が十分大きいとき,

最尤推定量       の確率分布は，次の平均　　　　，分散共分散行列　　　　　　　



　　　



　　

をもつ多変量正規分布で近似できる。　　 





















※ただし，ここで，べクトル θ の次元を p ，

   その要素を θi  (i=1, 2, …，p) とし，

　g(θ)を Rp→R の関数とするとき,　　　　　　　　　　　　　　であり，



  　　　　　　ATは行列Aの転置，

  　　　　　　B-1は行列Bの逆行列である。 









【参考】
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制約のない状態で，　 L（θ） の最大をあたえる最尤推定量を　  とするとき

（対立仮説に相当）

18

尤度比検定

仮説検定において，

パラメータ θ について何らかの制約をおくことによって（帰無）仮説を考える。

たとえば, ２群の比較において，それぞれ群の確率分布のパラメータを θ1，θ2 とし，

（帰無）仮説として θ1＝θ2 として，２群に差がないことを表現するように。

（帰無）仮説の下で，　 L（θ) の最大をあたえる最尤推定量を　　，　













それぞれの尤度の比　　　　　　　　　を考えると，

観測数 n が十分大きいとき，　





の確率分布は（帰無）仮説のもとでカイ２乗分布で近似でき，その自由度は（帰無）

仮説で設定された制約の数（あるいは，それぞれ推定対象とする母数の数の差）で

ある。

ことが知られている。 この検定統計量 -2logλ を用いる検定手法を尤度比検定と呼ぶ。
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p×p (関数)行列の (k, l) 成分

対数尤度の微分の期待値に関する性質

【参考】

ただし，
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より，

ここで右辺第２項は

となるので，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を得る。　　(Q.E.D.)

となるが，

(∵)





観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が

互いに独立に, 正規分布N（μ，σ2） を持つような確率分布に従うものとする。

具体的な観測値 y1, y2, … , yn が得られたとき, 尤度を最大にするような μ は？





【事例２】

  (参考)





【最尤推定量の導出】

【最尤推定量の漸近分布（多変量正規分布）における（漸近）分散（共分散行列の）導出】

※ちなみに，最尤推定量は漸近不偏なのでその漸近分布の平均値は真のパラメータとなる。





観測 Y1, Y2, … , Yn について，それぞれの観測（確率変数） Yi  (i=1, 2, …, n) が

互いに独立に, 正規分布N（μ，σ2） を持つような確率分布に従うものとする。

具体的な観測値 y1, y2, … , yn が得られたとき, 尤度を最大にするような μ は？

【事例２】

 (参考)









【推定量の漸近分布における（漸近）分散（共分散行列の）導出】

（漸近）分散共分散行列
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したがって，最尤推定量





において，データ数 n が十分大きい時には，    の近似（漸近）分布として，





平均　　　　　　　　　　　　　　　分散共分散行列

を持つような2変量正規分布が使えることが分かる。

特に，分散共分散行列の共分散が 0 となることから，　　　　　は互いに独立で，

それぞれについて，





を用いた推論が可能であることを示している。



ただし，もちろん，　　　　　については，近似分布ではなく，n が大きくなくても，

正確な分布として，それぞれが独立であり，分布としては，

　　　　



が利用できるので，実際の最尤法による分析では，こちらを使う方が望ましい。





















自由度 n-1 のカイ２乗分布に従う

確率変数に σ2/n を積した分布

【事例２】

 (参考)
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ここで，カイ２乗分布 X2(n-1) で n が大きくなる場合の極限分布は正規分布であることから，

となり，

を得る。

対数の法則より，（確率）収束することが分かる。

一方で分布としては， n が大きくなくても成立する結果として

【事例２】 (参考)　分散（最尤）推定量の極限分布（以下の議論は n が十分大 の時の議論）

があるが， n が大きくなる場合には，次の事が言える。
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確率変数 X の確率密度関数が f(x) であるとき，

確率変数 Y を Y＝aX+b （a > 0） と定義すると，確率変数 Y の確率密度関数 g(y) は

　　　　　　



となる。









(参考)

（∵）

(Q.E.D.)

Xの分布関数をF(x)とすると，Yの分布関数G(y)は

となるので，

 ちなみに，

も確認できる。

ほぼ同様に，不等式の向きに注意して，

となるので，

を得る。







点（x(j)，g(x(j)) ）での接線と x-軸 との交点の x の値 x(j+1) は

26

関数 f(x) の最小化 （最大化）⇒　方程式　　　　　　　　　の解を求める。





方程式 0=g(x) の解法　(ニュートン・ラフソン法）



x(j)

x(j+1)

x(j+2)

（x(j)，g(x(j)) ）での曲線 y=g(x) の接線





となるので，これを繰り返せば 0=g(x) の解に収束する。

したがって，　　　　　　　　の解は，





適当な初期値 x0 から始めて，





の計算を繰り返せば　　　　　　　　の解に収束する。





より













g(x)

 x-軸 













フィッシャーのスコア法

ニュートン・ラフソン法での
２階微分の部分を(観測を確率変数としてとらえ)その期待値で置き換えた計算法
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本来はパラメータに関係ない定数項Cが加わるが，ここでは無視する。









いま，









とすると，









(参考)











を用いて，

ニュートンの反復法（Fisherのスコア法）

を実行することが可能になる。





(参考)







> Data

   LogDose Affected Insects

1    0.394       23      30

2    0.391       30      30

3    0.362       29      31

  	 ・・・

10   0.033        0      24



> Res<-cbind(Affected, Insects- Affected)

> summary(glm(Res~LogDose, family= binomial("probit")))



Coefficients:

               Estimate   Std. Error  z value   Pr(>|z|)    

(Intercept)  -2.0634     0.2772  -7.444 9.75e-14 ***

LogDose       8.6416     0.9811   8.808  < 2e-16 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1



(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)



    Null deviance: 138.001  on 9  degrees of freedom

Residual deviance:  35.476  on 8  degrees of freedom

AIC: 67.05

Number of Fisher Scoring iterations: 5

ワールド検定:H：β=0

-2×最大対数尤度について定数調整した値

切片項以外が0であることの尤度比検定

		> LRT=138.01-35.476 
> LRT 
[1] 102.524
> 1-pchisq(LRT,1) 
[1] 0 

		

		

		> 















s













を解いて，

　x=0.3361667 (log10(10mg/L)) 　⇒ 濃度としては　21.68536 mg/L　  





最大尤度法で求めた

μ=0.238775

σ=0.1157192

(最尤推定値）



８０％のノコギリヒラタムシが影響を受ける
薬の濃度は





0.3361667

32

プロビットモデル・

プロビット解析
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データの中から意思決定のための情報を抽出する。

データにはばらつきを含むものがある。

ばらつきを考慮に入れながら本当に必要な情報を抽出することが大切。

ばらつきを含むみせかけの様相にとらわれないように注意する。

そのための技術：統計科学，データ解析

すべての現象解明のための科学的推論の基礎

33

これまでのカフェで学んだこと
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自 己 紹 介

１９５６年１月１１日（水曜日）広島市生まれ
       大洲（州）町（周辺）で育つ
　　　　　　　　マツダスタジアムの正面ゲートあたりに住んでいた
　　　　　　　　大洲小→大州中↓

１９７４年３月　広島県広島基町高等学校卒業



１９７４年４月　広島大学理学部数学科入学

１９７８年３月　　　同上卒業　学士（広島大学）

１９７８年４月　広島大学大学院理学研究科
                                                       博士課程前期数学専攻

１９８０年３月　　　同上修了　理学修士（広島大学）



１９８０年３月　（財）放射線影響研究所　疫学統計部
                                                                              →統計部　
　　　　　　　　　　（ワシントン大学留学期間中は休職）

１９８１年８月　ワシントン大学（シアトル）大学院
                                        生物統計学科博士課程入学

１９８３年１２月　　同上修了　Ph.D.（ワシントン大学）



１９８６年８月　大分大学　工学部

２０２３年３月　大分大学　定年退職


２０２４年４月　放送大学　大分学習センター　



  大学４年の時（卒業研究）から統計学の研究開始

  （財）放射線影響研究所で統計解析の実務を経験

  大分大学で計算機と統計解析との関わりについて研究
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統 計 科 学	・ 統 計 学

データを入手して必要な情報を抽出する技術
　　　　　　　　　分析・解析

                        統計的データ解析
　　　　　　　　　　　     ⇓　
　抽出された情報は意思決定の基礎となる



観測，実験，アンケート　⇒　データ



適切に収集されたデータ

適切に設定された問題認識





実験計画

（デザイン）
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ところで，
　なぜ，データ分析が必要なのでしょう。

●データには誤差やばらつきがあるから。

それはそうですが，

　　　　　　　　データには必ずばらつきがあるのでしょうか。

今は，あまり見かけなくなりましたが，かつては

分厚い電話帳がありました。



電話帳には，多くの名前と電話番号が記載されていました。　　



これらも　データ　ですね。

これらにばらつきはあるでしょうか。　あったら困りますね。
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データの中から必要な（重要な）情報を取り出す。

情報処理

検索（Search）	蓄積方法・検索方法（Retrieval)

　　　　　　　　	データベース

分析・解析（Analysis)		統計的データ解析

　　　　　　　　　　　　　　　	統計科学

データにばらつきを考えなくてもよいとき

データにばらつきがあるとき
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ばらつきの世界

確率の考え方
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統計的データ解析のエッセンス

データは　本質的に　重要な要素　と　ばらつき　をもつ。

　確率的変動　を含む

確率的　ランダム　でたらめ

でたらめ　

とはいうけれど

まったく　でたらめ　でもない。

起きやすさ　について　なにがしかの知識がある

これが情報として大切
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例えば，天気を考えてみましょう。



今から数時間後の天気はどうなるか断定はできません。が，今日のように安定して晴れいて，数時間後に雨が降るということは，あまり想像できませんよね。でも，時にそういうことも起きます。一方で，もし今，曇っていれば，雨が降る可能性は，先ほどの状況よりも高く，傘を持って出かけてくればよかったと後悔するかもしれません。



天気予報は最近ではかなり当たるようになりましたが，それでも，外れることもあります。



私が子供のころからすれば，かなりよく天気予測ができるようになってきています。



これは，気象に関する知識が深まったことと，それを活用する技術が発展してきたことによります。でもまだ，先のことを完全に予測することはできていません。





9

多くの現象は，物理や化学などの法則が確立され，その科学的な理論や知識に基づいて説明ができるようになってきています。ただ，説明しきれないところもまだまだ多くあり，そのことから，予想からのばらつきを持ったずれとして現象は現れてきます。



したがって，はらつきというのは，その現象にかかる知識の深まりによって，抑え込むことが可能な性質を持つといってよいでしょう。



別の言い方をすれば，持てる知識の範囲のなかで現象を説明する際に，その知識の深まりと関連する技術的な環境や時間制約等との妥協により，現実の現象を説明しきれない「ずれ」が存在します。また，そのずれは多くの場合，「ばらつき」を伴います。その「ばらつき」を，単に，予想のできない，手におえないもの，とあきらめてかかるのではなく，「ばらつき」の起こりかたの性質をふまえて，我々が「より適切な」対応ができるような方策を引き出す方法が，統計的なデータ分析であると考えることができます。



今日は，まず，そもそも「ばらつき」とはどんなものか，考えてみます。
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まず始めに，まったくでたらめな，何がおきても不思議でない状況の例を見てみましょう。  

 

下の数は，0から１までの数で，まったくでたらめな規則性を持たない，[0,1]一様乱数と呼ばれる数を100個ほど表示したものです。

0.037 0.080 0.321 0.891 0.980 0.338 0.038 0.544 0.403 0.773 0.413 0.119 0.836 0.858 0.987 0.527 0.369 0.562 0.883 0.583 0.228 0.434 0.532 0.220 0.779 0.981 0.902 0.325  0.499 0.024 0.858 0.241 0.806 0.107 0.054 0.021 0.146 0.061 0.124 0.777 0.479 0.318  0.112 0.741 0.367 0.260 0.915 0.998 0.927 0.312 0.053 0.309 0.278 0.494 0.763 0.978  0.527 0.269 0.942 0.798 0.205 0.612 0.585 0.505 0.984 0.718 0.784 0.689 0.007 0.101 0.064 0.051 0.201 0.285 0.423 0.718 0.139 0.554 0.315 0.734 0.584 0.116 0.578 0.523 0.437 0.127 0.004 0.390 0.722 0.554 0.513 0.563 0.251 0.121 0.859 0.238 0.404 0.945 0.373 0.366

x<-runif(100); round(x,3)





hist(x)

これらの数はどの数も同じ起きやすさで現れることが保証されています。      

  

では，これらの数を，いくつかの区間に分けてその中に含まれる数の個数をグラフ（ヒストグラム）にしてみましょう。　　　　　

　　　　

どうでしょう，想像どおりですか。
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下の図は先ほどと同じように，一様乱数を100個つくり，それぞれ区間内の個数を調べグラフにすることを3回実施したものです。







こうして見てみると，確かに，どの区間でも多かったり少なかったりしながらも，ほぼ同じ起きやすさを基準として数が現れていそうな，気がします。

0から1のどの数も同じ起きやすさで起きている様子を，縦軸を起きやすさにしてグラフ（一様分布の密度関数）としてを描くと右のようになります。しかし，実際のデータの起き方は，ヒストグラムの各区間で同じになるものではないということをしっかり認識しておく必要があります。

testit(iｔ=3)

curve(dunif,f=-0.2,to=1.2)
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testit <- function( pause=2, fname="runif", size=100, itr=10) #関数 testit() 定義

{  

      for( i  in 1:itr ){    Sys.sleep(pause)     

                                    hist(eval(call(fname,size)), 

                             　　         main=paste("histgram of ",fname,                       #タイトル表示

                                                                  "(",  size, ") Try=",  as.character(i)    #タイトル表示(続き)  

                                                                 )

                                           )

                            　  }                         

}



testit( it=3)  #関数 testit()を用いて 3つのヒストグラムの生成表示

参考：前のスライドのヒストグラム生成実行のための，R（プログラム・コマンド）コード

ただ，生成する一様乱数の個数を増やして１０００個，１００００個のヒストグラムを描くと，下の図のように，しだいに一様分布の密度関数の形状に近くなっていることがわかります。

hist(runif(1000))

hist(runif(10000),nc=10)
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ところで，先の１００個の一様乱数の平均値を計算する操作を１００回繰り返して，１００個の平均値を作ることを考えます。このときの平均値のちらばり方はどうなるでしょう。

もともとばらばらで規則性がないものなので，平均値を考えてもばらばらでしょうか。

この実験を３回行ってみます。











平均値1000個

平均値10000個

取り扱う値の個数が増えると，ヒストグラムはその値の本来のばらつきの様相に近くなることから，一様乱数の平均値のばらつきは一様乱数のもつばらつきとは違うようです。

一様乱数のちらばりかたではなさそうですね。この操作を1000回，10000回に増やしてみましょう。それぞれ1000個の平均値，10000個の平均値ができますが，１つの平均値を100個の一様乱数から計算することは変えません。
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では，別のちらばり方をする例として指数乱数の場合を考えてみましょう。この乱数は，工業製品の寿命時間などに見られるちらばりかたを表現するときによく使われる乱数です。下の左側はその確率密度関数，右２つはいずれも１００個の指数乱数のヒストグラムです。

平均値10000個





curve(dexp, f=-0.2,to=5)





平均値1000個

平均値100個

不思議なことに，ゆがみが見えなくなり一様乱数の平均値と同じようなちらばり方になっていますね。（中心極限定理と呼ばれる定理の結果です。）

大きく右に裾をもつ，ゆがんだちらばり方をしていることがわかります。では，この指数乱数100個の平均値のちらばり方はどうなるでしょう。平均値100個，1000個，10000個のちらばり方を確認するためにヒストグラムを描いてみます。どの場合も，１つの平均値は指数乱数100個から計算します。
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testit2 <-function(pause=2,name="runif",size=100,itr=100,rept=10)

{ for( i  in  1:rept )

{ x<-rep(0,itr)    

  Sys.sleep(pause)    

  for(j in 1:itr)  x[j]<- mean(eval(call(name,size)))    

  hist(x, main=paste("histgram of",itr," means of ", name,"(",size,")  Try=",i))  

}

}

testit2(r=3)

testit2(i=1000,r=1)

testit2(i=10000,r=1)

testit(fname="rexp",i=2)



testit2(name="rexp",i=100,r=1)

testit2(name="rexp",i=1000,r=1)

testit2(name="rexp",i=10000,r=1)

一様乱数の平均値のヒストグラムの検討

指数乱数のヒストグラムの検討

指数乱数の平均値のヒストグラムの検討

前２枚のスライドの作成のための，R（プログラム・コマンド）コード
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４月のカフェ（２０２４年４月１７日）では，

なぜ統計的なデータ分析が必要なのかを考えました。

データにはばらつきがあるもの，ばらつきがないものがあることを確認し，ばらつきをもつデータについて統計的なデータの分析を行うことを確認しました。

ばらつきは，扱う主題に関する理解や知識あるいは扱う技術の進展によって，それを抑えていくことが可能であることを考えました。

そのうえで，そもそもばらつきというものをどうとらえていくかについて共通の認識をもつための試みを行いました。

事象の起きやすさを表現できたとしても，実際の現象がその起きやすさの表現のように見えるわけでないことを認識しておくことが重要であることを確認しました。

ばらつきの例として一様乱数，指数乱数のもつばらつきについて紹介しました。

乱数の平均値を考えると，もとのちらばり方とは異なるちらばりかたをすることがあることを確認しました。
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情報と計算機

情報の処理を支える技術：情報工学

　計算機の進歩　電話や映像も計算機で

　計算機でできること　　

計算機＝Computer

＝電脳

PC:

Personal Computer

パソコン
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2024.4.13発行
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計算機でできること

計算（数値計算，数式処理）

推論・演繹，翻訳

検索（電話帳，時刻表，地図，文献，情報検索）

文書処理（ワープロ，ホームページ作成）

画像処理（デジカメ，仮想現実VR，画像認識）

通信（E-mail，インターネット，動画配信，携帯電話）



などなど



情報処理
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情報検索

通信・コミュニケーション

知識・表現・理解・伝達

データの分析

情報処理
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情報とデータ

データ

事実，事象，事物，過程，着想などの対象物に関して知り得たことの表現であって，伝達，解釈又は処理に適するように形式化され，再度情報として解釈できるもの。 　

データ（X01.01.02 )

情報の表現であって，伝達，解釈又は処理に適するように形式化され，再度情報として解釈できるもの。 

日本工業規格（JIS） 情報処理用語−基本用語より

情報（X01.01.01 )

事実，事象，事物，過程，着想などの対象物に関して知り得たことであって，概念を含み，一定の文脈中で特定の意味をもつもの。
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情報とは

また，現在コンピュータは人間のように，自分で処理，判断することができないので，コンピュータの内部に記録されたものや，通信ネットワークを流れるものはデータである。
このデータを人間が状況に応じて，利用判断することで情報に変わる。

人間が，外部からのさまざまな変化を感覚を通じて受け取ったデータを処理，判断し，人間にとって役に立つものを情報という。

教科「情報」講習テキストより
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データを処理し，



人間にとって役に立つもの（概念を含み，一定の文脈中で特定の意味をもつもの）

　　　　が　情報
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そもそもデータとは

事実，事象，事物，過程，着想などの対象物に関して知り得たことの表現であって，伝達，解釈又は処理に適するように形式化され，再度情報として解釈できるもの。 　
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太郎さんの身長：？

身長計で測る

事象，事物，過程，着想などの対象物に関して知り得たことの表現

（伝達，解釈又は処理に適する

　ように形式化）



１７７．８ｃｍ

5’ 10” 

（5 feet 10 inch)

5尺８寸６分７厘

１７７．８ｃｍ

日本

アメリカ

昔の日本
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太郎さんの身長：１７７．８ｃｍ

身長計で測る

事象，事物，過程，着想などの対象物に関して知り得たことの表現

（伝達，解釈又は処理に適する

　ように形式化）
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この５人の平均身長：１７８．５ｃｍ（１７８．４８ｃｍ）

１７７．８ｃｍ

１８５．３ｃｍ

１７４．２ｃｍ

１７８．４ｃｍ

１７６．７ｃｍ

身　長　計　で　計　測　　（伝達，解釈又は処理に適するように形式化）
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１７７．８ｃｍ

１８５．３ｃｍ

１７４．２ｃｍ

１７８．４ｃｍ

１７６．７ｃｍ

身　長　計　で　計　測　　（伝達，解釈又は処理に適するように形式化）

太郎さんの身長：１７７．８ｃｍ





データの中から必要な（重要な）情報を取り出す。

情報処理

検索（Search）	蓄積方法・検索方法（Retrieval)

　　　　　　　　	データベース

分析・解析（Analysis)		統計的データ解析

　　　　　　　　　　　　　　　	統計科学

データにばらつきを考えなくてもよいとき

データにばらつきがあるとき
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情報検索

通信・コミュニケーション

知識・表現・理解・伝達

データの分析
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統 計 科 学	・ 統 計 学

データを入手して必要な情報を抽出する技術
　　　　　　　　　分析・解析

                        統計的データ解析
　　　　　　　　　　　     ⇓　
　抽出された情報は意思決定の基礎となる



観測，実験，アンケート　⇒　データ



適切に収集されたデータ

適切に設定された問題認識





実験計画

（デザイン）
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統計的データ解析のエッセンス

データは　本質的に　重要な要素　と　ばらつき　をもつ。

　ばらつき（確率的変動）　を含む

確率的　ランダム　でたらめ

でたらめ　

とはいうけれど

まったく　でたらめ　でもない。

起きやすさ　について　なにがしかの知識がある
　　　　　　　　　　　　　（これも重要な情報の一つ）

これが情報として大切
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ばらつきの世界

ばらつきを扱う方法
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さいころの

１の目の出る確率が





とは？

さいころを60回振って1の目の出る回数は

0~60回だけど何になるか　分からん！！

60回全部1が出る，なんてほとんどありそうもないね

けれど

1回も出ないこと，もあまりなさそうだし….

10回ぐらいなら，おきても　よさそう　だよ

でも，起きんともかぎらんよ！！

10回

でもない

19

さいころを6回振って1の目が１回出ること

ではない
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さいころを60回投げて

1の目の出た回数を数える実験

（200回の繰り返し）

20



現実のデータで，１０回が最大

頻度となることが保証されるわけではない！
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確率分布　

ばらつきを把握するための道具





ある事象の生起確率が P であるとき，n 回の試行の後, k 回の事象の生起を確認する確率　　（２項確率・分布）

さいころの目の 1 が出てくる確率を  1/6  としたとき，60回さいころを振った後に，7回ほど1の目の出てくる確率は，





21

　X : 確率変数 ： 観測・計測・測定などを表す変数 
                           　 この例では，ある事象の生起回数を示す変数　
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P が分かれば，ばらつきの様子がわかる！！
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確率分布の

パラメータ
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いろいろな棒グラフ（ヒストグラム）

> hist(rbinom(200,60,(1.0/6)),ylim=c(0,40),br=0:60+0.5)

> lines(0:60, 200*dbinom(0:60,60,(1.0/6)))

>

> BH_graphs( )





bin_hist<- function(Rep=200,Size=60, Prob=1/6, Count=1){

   Title=paste("Histgram of Binomial Trial",

   "Rep=", Rep,"Size=",Size,"P=", round(Prob,3),"    [", Count,"]");

   hist(rbinom(Rep,Size,Prob),ylim=c(0,40),br=0:Size+0.5, main=Title)

   lines(0:Size, Rep*dbinom(0:Size,Size,Prob) )

}



BH_graphs<-function(Rep=200,Size=60, Prob=1/6, Times=30){  

　　for(k in 1:Times){

　　　　 Sys.sleep(1); bin_hist(Rep, Size, Prob,Count=k)

　　}

}

23
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したがって　サイコロの目の１の出方について言及するには，その確率 P を知ることが本質的に重要！！





だけど　1/6　って　本当？？



これも？

きっとちがうよね。

1/6に近いだろうけど。

でも，やっぱり・・・

ちがうはず。

あれも？

24
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さいころの目の出かたを知る。

その目の出る　確率　を知ること。

実際のサイコロでの目の出る確率は？

分からない！！

なんとか知りたい！　　　　どうする！

データを集めて，調べる。
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データからの情報（確率）の抽出（推定・近似）

60回投げて１の目の出た回数が7回だった。

確率＝7/ 60 

ではなくて，確率≒7/60　

なぜなら，　もう一度60回投げたときは・・・

データをとりなおすたびに推定された確率は違っている。

サイコロは同じなのに！！

では，　　　　　　　　　　　　 

は役に立たない？？？？

ことはない



投げる回数を十分大きくすると，　　は真の確率に近くなる









？？？
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> rbinom(1,60,(1.0/6))/60

[1] 0.1　#60回投げた場合



> rbinom(1,200,(1.0/6))/200

[1] 0.145　#200回投げた場合



> rbinom(1,200000,(1.0/6))/200000

[1] 0.168325　

#200000回投げた場合



真の値

１／６＝１．６６６６６６６・・・



大数の法則
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> rbinom(1,60,(1.0/6))/60

[1] 0.1

> rbinom(1,200,(1.0/6))/200

[1] 0.145

> rbinom(1,200000,(1.0/6))/200000

[1] 0.168325





> LL_graphs() 

大数の法則

l_large_num<-function(Sizes=c(60,200,1000,200000),Prob=1/6){

  v<-1:length(Sizes);  for(i in v) v[i]<-rbinom(1,Sizes[i],Prob)/Sizes[i]

  c(Prob,v) 

  }



Loop_lln<-function(Sizes=c(60,200,1000,200000),Prob=1/6,Rep=200){

   VV<-l_large_num(Sizes, Prob); 

   for(i in 1:Rep-1){VV<-rbind(VV, l_large_num(Sizes, Prob))}

   list(VV=VV,Sizes=Sizes)

   }



LL_graphs<-function(

Sizes=c(60,200,1000,200000),Prob=1/6,Rep=200,Times=1:30){

 par(mfrow=c(2,2));

 for(time in Times){

   Sys.sleep(1);

   V<-Loop_lln(Sizes, Prob, Rep ); 

   for(i in 1:4) {

      Xlab<-paste("Probability Estimates");

      Title=paste("Histgram of Prob. Est.  Size=",V$Sizes[i],"  [", time,"]");

      hist(V$VV[,i+1],xlim=c(0, 0.4),main=Title,xlab=Xlab);

   }

 }

 par(mfrow=c(1,1));

}
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ここまで学んできたこと　

データはばらつきを含む。

ばらつきにもその起き方を扱う手立てがある。それが，確率・確率分布という考え方だった。

確率分布を表現するもの，それが本当にほしいもの（情報）である。

データから計算するものは，その近似である。

29
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30

５月（５月１５日（水）実施）のカフェでは，４月のカフェの内容を振り返ったのちに，


・まず，前回深堀していなかった，情報とデータという言葉の　
  持つ意味を考えました。

　   　※情報：information(uc)， データ： data/datum(c)



・計算機と情報処理の立ち位置や役割を考え，情報とデータ
  という言葉の違いと関係を，日本工業規格や教科「情報」に
  関するテキストの記載で確認しました。



・さらに，データを得るということを，身長と身長計をもとに
  データと情報の役割を考え，  統計的な観点での，
  データから情報を得るということの意味を話し合いました。
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５月（５月１５日（水）実施）のカフェでは（２）



・そのうえで，前回のカフェで議論したばらつきについて話を
  戻し，データのもつばらつきを（科学的に）扱う方法として，
  確率や確率分布を表す数式を利用することが考えられて
  いることを紹介しました
   （さいころの１の目が出る回数を数える状況を例に，
    ２項分布という確率分布 を紹介）。



・２項分布の確率関数と２項乱数について，確率分布の数式 
  表現と，実際のデータの現れ方との関係を確認しました。
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５月（５月１５日（水）実施）のカフェでは（３）



・確率を数式で表現するときに，ばらつきの様子を特徴づけ　
　るために，重要な役割をなしている数式中の変数のことを
　パラメータと呼ぶことを紹介し，実際の現象から，このパラ
　メータを探すには，どうすればよいかについて考えました。



・さいころを投げる例で，そのパラメータ（１の目のでる確率）
　の値を近似するために，

　　　　１の目の出た回数と投げた回数の比率

　を用いると，投げる回数を増やせば，
　その比率が真のパラメータの値に近づく性質があること
　（対数の法則）を確認しました。





離散型の確率分布

１　２項分布　B(n, P)

1 回の試行で事象 Ａ の起こる確率が P である試行を 独立に  n 回反復して行う。このとき事象 Ａ の起こる回数を X とする。



確率変数 X の確率分布は，次の確率関数 f(k) で表される。　





(ただし，0 < P < 1 )

このとき，X の平均 E（X），分散 V（X）は

            E(X)=nP,     V(X)=nP(1-P)　　（従って，X の標準偏差は                           ) 

となる。





このとき，確率変数 X は２項分布に従う（あるいは，２項分布を持つ）と言い，

　X ～B(n, P) と表す。 

それぞれが影響を及ぼさない状況で



参考：いろいろな（よく使われる）確率分布

この分布のパラメータは　P





２　ポアソン分布　Po(λ)

確率変数 X の取りえる値が　0, 1, 2, 3, …      (加算無限個・加付番無限個)　であり，

この確率変数 X の確率関数 f(k) (k=0, 1, 2, 3, … )  が









で与えられるとき（ただし，λ は λ>0 となる定数），確率変数 X はポアソン分布に従う

（あるいは，ポアソン分布を持つ）と言い，X～Po（λ）と表す。



◎一定期間内に数え上げを行う様な観測に用いられる。

　　・1 時間に，ある交差点を通過する自家用車の台数

　　・阿蘇山の1ケ月の噴火の回数

　　     など



X の平均: E(X)=λ,  X の分散 V(X)=λ





離散型の確率分布

この分布のパラメータは　λ







1　指数分布　Ex(a)

確率変数 X の確率密度関数　f(x)　が次の式で与えられるとき

X は指数分布 Ex(a) に従うと言い，



　　　　X～Ex(a) と表す。　





X の平均 E(X), 分散 V(X) は





X の分布関数 F(x) は





Ex(2)の

確率密度関数と分布関数

寿命時間の分析に用いられる基礎的な分布

（ただし，a > 0）

連続型の確率分布

この分布のパラメータは　a







2　正規分布　N(μ，σ2)

確率変数 X の確率密度関数　f(x)　が次の式で与えられるとき

X は正規分布 N(μ，σ2) に従うと言い，



　　　　X～ N(μ，σ2) と表す。





X の平均 E(X), 分散 V(X) は





特に，μ=0，σ=1 のときの正規分布 N(0,1) を標準正規分布と呼ぶ。

X～ N(μ，σ2) であるとき，　　　　　　　　　とすると　Z～ N(0, 1) となる。



このような確率変数の変換のことを標準化変換と呼ぶ。

 　　　　





N(1, 22)の密度関数のグラフ

μ

σ

変曲点

連続型の確率分布

この分布のパラメータは　μ　と　σ2
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２．ばらつきの世界で考える

推測の落とし穴



2





応用問題：

２つのサイコロのうち，一方に細工をして，１の目を出やすくしています。

どちらが細工をした方のサイコロか言い当ててください。



注：もちろん，砕いたり・壊したり，してはいけません。　　



データをあつめて判断するしかないでしょうね。

やってみましょう。
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				１の目の回数		それ以外の目の回数		総試行回数

		サイコロA		５		２５		３０

		サイコロB		０		３０		３０



細工をした方のサイコロはどちら？　　

データ：時間の関係もあるので，それぞれ３０回

　　　　　振って確かめることにしましょう。

サイコロAの目：

サイコロBの目：

4
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では念のため，さいころA（細工をした方のサイコロと判断した方のもの）　をもう一度３０回振ってみてもらいましょう

さきほどの判断でよかったでしょうか？

何を判断材料にしましたか？

データのばらつきを考慮にいれて判断しましたか？

どちらが細工をしたほうのサイコロでしょう？？？

				１の目の回数		それ以外の目の回数		総試行回数

		サイコロA		５		２５		３０

		サイコロA						



				１の目の回数		それ以外の目の回数		総試行回数

		サイコロA		５		２５		３０

		サイコロA		１		２９		３０
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				拒絶反応あり		拒絶反応なし		対象
患者数

		骨髄濃度
　　　　10８cells/kg		4		28		32

		骨髄濃度
　　　　10８cells/kg		17		19		36



再生不良性貧血の治療（骨髄移植）に関するデータの分析

                    Storb et al.: New. Eng. Med. J., 296, 61-66, (1977)
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本当に移植する際の骨髄濃度が患者の骨髄の拒絶反応に影響すると言ってよいのか？　

あるいはこの差は確率変動（ばらつき）のために生じている（見かけ上の差な）のか？

統計的仮説検定法　

　　　　　（ピアソンのカイ２乗検定）





自由度１のカイ２乗分布と比較





観測された表中の (i, j)セルの値





仮説のもとで表中の (i, j)セルで予想される値

7

X 2(1)：
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確率変数　Z1, Z2, … , Zk が独立で，それぞれ標準正規分布 N(0, 1) に従うとき，その２乗和を





とすると，Y は自由度 k のカイ２乗分布に従うことが知られている。　　　　

8

参考　カイ２乗分布                             ( ※ 左の X はギリシャ文字 χ (カイ)の大文字 )

Χ 2(k)

確率変数 X (≧0)が自由度 k (>0) のカイ２乗分布に従うとき，その確率密度関数  fk(x)  は









となる。



また，分布関数　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　は，







となる。　ただし，上記の Γ(a) はガンマ関数，γ(a, x) は不完全ガンマ関数である。







X の平均 E（X)，分散 V（X） は，それぞれ，E(X)=k，分散 V(X)=2k である。









k=1

k=2

k=3

k=4

k=5













カイ２乗分布の密度関数



(ⅹ≧0)

(ⅹ≧0)

ⅹ

fk(x) 









仮説（帰無仮説）：両群の間に差が無い （⇒ならば，１群として考えて）　

















9.882

11.12

22.118

24.88









21

68

47

合　　計

9

				拒絶反応あり		拒絶反応なし		対象
患者数

		骨髄濃度
　　　　10８cells/kg		4		28		32

		骨髄濃度
　　　　10８cells/kg		17		19		36



(1,1)セル　⇒

(2,1)セル　⇒

（を予想）
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仮説（帰無仮説）：両群の間に差が無い













9.882

11.12

22.118

24.88









21

68

47

合　　計

10

				拒絶反応あり		拒絶反応なし		対象
患者数

		骨髄濃度
　　　　10８cells/kg		4		28		32

		骨髄濃度
　　　　10８cells/kg		17		19		36



（検定統計量　T　の値は）
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両群の間に差がないという仮説のもとで考えると，
このデータが示すような違い以上の違い
　　　　　　　　　　（　　の値が9.5688以上となる違い）
が生じる確率は 0.001979 程度でしかない。

　仮説のもとで説明しようとすると，非常にまれなことが
　　起きているという様に解釈しなければならない。

　差がないという仮説ではうまくデータの差を説明できない。

このデータは，両者の間に反応の差が　あることについて，十分な根拠となりえる。
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参考：自由度1のカイ2乗分布を用いて確率を計算　Pr( T ≧ 9.5688 )=0.001979

> pchisq( 9.5688, df=1, lower.tail = FALSE )

[1] 0.001979121

9.5688



T
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データは骨髄移植をうけた患者個々人の拒絶反応の有無

ほしい情報は移植法の違いを立証するための情報

統計的仮説検定法により，
両者に違いがないとしたときの，
　現状のデータが持つ程度の
　　　　　　　　　結果の相違の　生起確率
を情報として抽出

その情報をもとに意思決定

12

ここまで学んできたこと　２．
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６月のカフェでは（１／２）



・まず前回の５月のカフェで議論した，ばらつきを科学的に扱うための，数式の利用による，ばらつき方の表現方法について確認し，そこで数式で表現された確率やばらつき方のグラフは，現実に起き・観測されたデータの様子（ヒストグラム）とは必ずしも同一のものではないことを再度注意しました。



・確率の数式による表現の中で使われる変数の中で，ばらつきの様子や特性に関係する重要な変数をパラメータと呼び，これらのパラメータにデータのばらつきに関する情報が集約されることを再確認しました。そして，パラメータが分かれば，ばらつきについて，議論できるようになることを確認しました。



・また，よく利用される確率分布の例として，離散型のデータについては，２項分布，　ポアソン分布の，また，連続型のデータについては，指数分布，正規分布の，数式表現を見てもらい，それぞれ，どのようにパラメータが組み込まれているかについて確認しました。また，これらの確率分布の特徴を把握するための，データの中心的な位置：（理論）平均やちらばりの程度の尺度：（理論）分散と，パラメータの関係を紹介しました。





そのうえで，６月のカフェでは，ばらつきをもって生じるデータを利用して，意思決定につなげる場合の注意点について，話し合いました。
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６月のカフェでは（２／２）



・まず，得られたデータの様子や計算したパラメータの値だけから，単純に判断すると，誤った判断になる危険があることに注意する事を確認しました。



・より正しく判断するためには，データの持つばらつきを考慮して判断することが大切で，そのための方法として，統計的仮説検定という方法を紹介しました。



・統計的仮説検定の一例として，ある特性の起き方（起きる確率）について２グループで差があるがどうかを判断する方法，ピアソンのカイ２乗検定を紹介しました。



・統計的仮説検定では，まず，データが起きる状況について，なんらかの想定（仮定）を考え，その想定（仮定）のもとで，データがどのように起きるかを検討し，その状況下で，得られたデータがどの程度の起きやすさにあるのかを検討し，得られたデータの状況がその仮説で説明できるかどうか，により判断することを紹介しました。



・ピアソンのカイ２乗検定では，１）２グループで差がないという仮説を考え，２）想定されるデータの期待値（平均値）の推定値を求め，３）得られたデータとのずれの量を計算し，４）仮説の下での，ずれの分布のすそ（得られた値以上の）確率を計算し，５）そのすそ確率をもとに判断する，という手順をふむことを説明しました。その結果，紹介した，再生不良性貧血の骨髄移植に関するデータは，「骨髄濃度の変化がその移植の成否に差を生じさせる」ことの根拠となっていることを確認しました。
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> data_bone_marrow<-c(4,17,28,19)

> data_BM<-matrix(data_bone_marrow,2,2)

> data_BM

     [,1] [,2]

[1,]    4   28

[2,]   17   19



> chisq.test(data_BM,correct=FALSE)



	Pearson's Chi-squared test



data:  data_BM

X-squared = 9.5688, df = 1, p-value = 0.001979





> fisher.test(data_BM)



	Fisher's Exact Test for Count Data



data:  data_BM

p-value = 0.003315

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1

95 percent confidence interval:

 0.03465081 0.60846040

sample estimates:

odds ratio 

  0.164155 





参考　Rでの実行　骨髄移植データの分析例
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> data_dice_exp1<-c(5,0,25,30)

> data_DICE1<-matrix(data_dice_exp1,2,2)

> data_DICE1

     [,1] [,2]

[1,]    5   25

[2,]    0   30



> chisq.test(data_DICE1,correct=FALSE)



	Pearson's Chi-squared test



data:  data_DICE1

X-squared = 5.4545, df = 1, p-value = 0.01952



警告メッセージ:　※

chisq.test(data_DICE1, correct = FALSE) で:

  カイ自乗近似は不正確かもしれません

> chisq.test(data_DICE1,correct=TRUE)



	Pearson's Chi-squared test with 

	Yates' continuity correction



data:  data_DICE1

X-squared = 3.4909, df = 1, p-value = 0.06171



警告メッセージ:

chisq.test(data_DICE1, correct = TRUE) で:

  カイ自乗近似は不正確かもしれません





>fisher.test(data_DICE1) 



	Fisher’s Exact Test for Count Data



data: data_DICE1 

p-value = 0.05219 

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1 

95 percent confidence interval: 

   0.9830971 Inf 

sample estimates: odds ratio 

   Inf 













Yateの（連続）補正

Yates' continuity correction

※分割表の最小セル期待度数Eijが5以下の時

　はカイ２乗分布近似が適切でないことがある。

参考　Rでの実行　さいころデータ（１）の分析例
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> data_dice_exp2<-c(5,1,25,29)

> data_DICE2<-matrix(data_dice_exp2,2,2)

> data_DICE2

     [,1] [,2]

[1,]    5   25

[2,]    1   29



> chisq.test(data_DICE2,correct=FALSE)



	Pearson's Chi-squared test



data:  data_DICE2

X-squared = 2.963, df = 1, p-value = 0.08519



警告メッセージ:

chisq.test(data_DICE2, correct = FALSE) で:

  カイ自乗近似は不正確かもしれません

> chisq.test(data_DICE2,correct=TRUE)



	Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction



data:  data_DICE2

X-squared = 1.6667, df = 1, p-value = 0.1967



警告メッセージ:

chisq.test(data_DICE2, correct = TRUE) で:

  カイ自乗近似は不正確かもしれません





> fisher.test(data_DICE2)



	Fisher's Exact Test for Count Data



data:  data_DICE2

p-value = 0.1945

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1

95 percent confidence interval:

   0.5769977 283.1514053

sample estimates:

odds ratio 

  5.653276 







参考　Rでの実行　さいころデータ（２）の分析例
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